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1 Il linguaggio dell’aritmetica
Larit e` un linguaggio del primo ordine con identita` che contiene i seguenti simboli
descrittivi:
la costante individuale 0,
la funzione unaria di successore : S
la funzione binaria di somma: +
la funzione binaria di prodotto: ×
I simboli 0, s,+,× costituiscono la segnatura di Larit.
Un modelloM = 〈D, I〉 per Larit e` una coppia ove D e` un insieme non vuoto,
detto dominio o universo, e I e` una funzione di interpretazione che associa a
S una funzione unaria su D, a + una funzione binaria su D, a × una funzione
binaria su D, e a 0 un elemento di D.
Talvolta invece di 〈M, I〉 scriveremo 〈M, I(S), I(+), I(×), I(0)〉 e, con un
abuso di notazione, anche 〈D,S,+,×, 0〉
Un assegnamento σ e` una funzione che associa ad ogni variabile di Larit un
elemento del dominio D.
σ : V ar → D
Dato un assegnamento σ, con σxBd indichiamo un nuovo assegnamento che
si comporta esattamente come σ eccetto che manda la variabile x sull’elemento
d ∈ D.
Definizione 1.1 (Interpretazione dei termini di Larit). .
Dato un modello M = 〈D, I〉 ed un assegnamento σ, l’interpretazione Iσ(t)
di un termine t e` cos´ı definita:
1. Iσ(0) = I(0)
2. Iσ(x) = σ(x)
3. Iσ(S(t)) = I(S) Iσ(t).
4. Iσ(t1 + t2) = I(+) [I
σ(t1), I
σ(t2)]
5. Iσ(t1 × t2) = I(×) [Iσ(t1), Iσ(t2)]
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Definizione 1.2 (Soddisfazione in un Larit-modello, M, per un assegna-
mento σ di una formula A).
1. M |=σ t = s sse 〈Iσ(t), Iσ(s)〉 ∈ {〈d, d, 〉 : d ∈ D}
2. M 6|=σ⊥
3. M |=σ ¬A sse M 6|=σ A
4. M |=σ A ∧B sse M |=σ A e M |=σ B
5. M |=σ A ∨B sse M |=σ A oppure M |=σ B
6. M |=σ A→ B sse M 6|=σ A oppure M |=σ B
7. M |=σ A↔ B sse M |=σ A sse M |=σ B
8. M |=σ ∀xA sse M |=σxBd A per ogni d ∈ D
9. M |=σ ∃xA sse M |=σxBd A per qualche d ∈ D
Definizione 1.3 (Verita` in un Larit-modello, M). Una formula A e` vera
in M,
M |= A
sse
per ogni σ, M |=σ A.
Definizione 1.4 (Conseguenza logica). Dato un insieme Γ di enunciati, A
e` conseguenza logica di Γ,
Γ |= A
sse
per ogni M, se M |= Γ allora M |= A.
Consideriamo il modello inteso per Larit, ovvero il modello in cui il
dominio e` l’insieme dei numeri naturali, 0 e` interpretato sullo zero, + e × sono
interpretate sulla somma e prodotto aritmetici. Indichiamo tale modello con
N = 〈N, s,+,×, 0〉.
Poniamo
ARIT = {A ∈ Larit : N |= A}
L’aritmetica e` l’insieme degli enunciati veri sul modello inteso per Larit.
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2 L’aritmetica di Peano
L’Aritmetica di Peano e` la teoria PA cos`ı specificata:
• il linguaggio di PA e` Larit,
• gli assiomi di PA sono:
¬(S(x) = 0) PA1
S(x) = S(y)→ x = y PA2
x+ 0 = x PA3
x+ S(y) = S(x+ y) PA4
x · 0 = 0 PA5
x · S(y) = (x · y) + x PA6
A(0, y) ∧ [∀x(A(x, y)→ A(S(x), y))]→ ∀xA(x, y) PA7
PA7 e` lo schema di induzione. Non va confuso con il principio di induzione vero
e proprio:
∀P (P (0) ∧ [∀x(P (x)→ P (S(x)))]→ ∀xP (x)) (*)
Quest’ultimo e` un assioma del secondo ordine (c’e` una quantificazione su
ogni sottoinsieme possibile). La differenza e` notevole: (*) riesce a caratterizzare
l’insieme dei numeri naturali come unico modello possibile (a meno di isomor-
fismi) della teoria, mentre PA non riesce a far questo. Infatti, ogni modello
M di PA conterra` i denotati dei numerali n,1 che come vedremo devono essere
tutti distinti. Tuttavia non si puo` applicare PA7 all’insieme dei denotati dei
numerali, perche` tale insieme non e` definibile (non esiste cioe` una formula A(x)
tale che l’insieme dei denotati in M dei numerali e` proprio {a | M |= A(a)}).
Quindi PA7 e` molto piu` debole di (*).
Ci si puo` quindi chiedere:
PA e` in grado di dimostrare tutti gli enunciati di Larit che sono veri in N ?
Certamente PA e` in grado di provare molte di esse: per esempio la com-
mutativita` della somma e del prodotto. Nel caso la risposta al quesito fosse
affermativa, PA sarebbe completa (sintatticamente), ossia, per ogni enunciato2
A avremmo
PA ` A oppure PA ` ¬A
(se crediamo al fatto che gli assiomi di PA sono veri in N , PA dimostrerebbe fra
A e ¬A quella che e` vera in N ). Il primo teorema di Go¨del dice che non e` cos`ı:
PA non e` completa e tale rimane anche aggiungendole altri assiomi (purche` non
si rinunci alla consistenza e al fatto che l’insieme degli assiomi sia ricorsivo).
Quindi non e` possibile assiomatizzare N in modo “accettabile”. Il teorema di
Go¨del si applica anche a teorie piu` deboli di PA (pur di non scendere sotto un
livello minimo di potere espressivo) ed anche a teorie di ordine superiore, per
le quali si ha, di conseguenza, un risultato di incompletezza semantica (poiche`
(∗) caratterizza N a meno di isomorfismi, PA2 = PA + (∗) non e` in grado di
dimostrare tutte le formule che seguono logicamente da essa, essendo incompleta
1Per definizione 0 e` il termine 0, n + 1 e` il termine S(n), dove n e` dato induttivamente
(cioe`, per esempio, 2 e` S(S(0)), ecc.).
2Ricordiamo che un enunciato e` una formula in cui nessuna variabile occorre libera.
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sintatticamente). Il primo teorema di Go¨del pone quindi dei limiti al metodo
assiomatico: certe relazioni logiche, come la verita` in N o la conseguenza logica
per l’ordine superiore, non sono assiomatizzabili. In aggiunta, il secondo
teorema di Go¨del (su cui ritorneremo brevemente alla fine) rileva l’impossibilita`
di provare (in modo epistemologicamente accettabile) la consistenza dell’edificio
su cui la matematica si fonda.
Definizione 2.1 (Modello di PA). Sia M un Larit-modello.
M |= PA sse M |= A, per ogni teorema A di PA.
M e` detto un modello di PA.
Lemma 2.2. M |= PA sse M |= A, per ogni assioma A di PA.
Lemma 2.3 (Teorema di completezza semantica per PA). .
Per ogni M(M |= PA =⇒M |= A) =⇒ PA ` A
Se A e` vera in tutti i modelli di PA, allora A e` teorema di PA.
Lemma 2.4 (Teorema validita` per PA). .
PA ` A =⇒ N |= A
Vale anche il viceversa ?
N |= A =⇒ PA ` A ???
Il primo teorema di Goedel ci dice di NO.
Infatti la verita` su un singolo modello gode del principio del terzo escluso
teorico, ovvero
N |= A oppure N |= ¬A
Goedel costruisce un enunciato G tale che
PA 0 G e PA 0 ¬G
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